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Vreme trece, vreme vine,
Toate-s vechi si noua toate;
Ce e rau si ce e bine
Tu te-ntreaba si socoate;
Nu spera si nu ai teama,
Ce e val, ca valul trece;
De te-ndeamna, de te cheama,
Tu rama^i la toate rece.
. . .
(Mihai Eminescu (1850-1889): Glossa)
De aceea voi face pentru poporul acesta minuni fara seaman.
^
Intelepciunea celor


























normale\ Menschen sich in der p-adischenWelt nur schwer




uhrung in die p-adische Geometrie.
Groe Teile der Abschnitte 1-3 entstanden bei einer Vortragsreihe zur Vorbe-
reitung der Angeh





In Abschnitt 1 gibt es einen kurzen Abriss der rigid analytischen Geometrie.
Abschnitt 2 erweitert diese Theorie durch die Berkovichgeometrie. Dies hat den
Vorteil, dass es endlich Mannigfaltigkeiten gibt, die mit einer richtigen Topologie









Das Problem, dass die topologische Fundamentalgruppe einer p-adischen Man-





er den Begri der

Uberlagerung ausdehnte und so die
"
temperierte\ Funda-





Die damit gewonnene etale Fundamentalgruppe ist jedoch viel zu gro. Der
Abschnitt 3 verdient seinen Namen durch die Orbiversionen dieser Fundamen-
talgruppen f

ur Orbifaltigkeiten. . .
Mithilfe der Orbifundamentalgruppe 
orb
1










ven mit fester Galoisgruppe. Einige Quotienten von 
orb
1
(S; s) sind n

amlich










ahlt werden | et voila! | ist er in diesem Abschnitt 4 kon-
struiert.
Eine eindimensionale Orbifaltigkeit heit Mumfordorbifaltigkeit, wenn sie eine
Galois

uberlagerung durch eine Mumfordkurve zul

asst. Kato und Andre befass-
ten sich intensiv mit Mumfordorbifaltigkeiten, deren zugrunde liegende Kurve
der P
1
ist und drei markierte Punkte hat (
"
Mumford-Schwarz-Orbifaltigkeiten\).
Die Frage, unter welchen Bedingungen eine gegebene Orbifaltigkeit eine Mum-
fordorbifaltigkeit ist, lieen beide auer Acht. Abschnitt 5 nicht.
4In Abschnitt 6 wird versucht, diejenigen Hurwitzr

aume von Abschnitt 4, die










durch beliebige Kurven wiederzunden. Heraus
kommt dabei ein virtueller riemannscher Existenzsatz. Nebenbei wird erw

ahnt,











durch Mumfordkurven (vom HM-Typ) l

oste. Hier wird hervorgehoben,
dass er dabei f

ur jede Gruppe eine richtige Mumfordkurve (also Geschlecht
 2) nehmen darf.
Die Arbeit ist mit sehr vielen Beispielen durchsetzt.
Danken m

ochte ich an erster Stelle Herrn Prof. Frank Herrlich f

ur die Anregung
zu dieser Arbeit und f

ur die Betreuung w

ahrend ihrer Entstehung. Er betreute





ur erwies sich mal wieder als sehr wertvoll.
Weiter danke ich Stefan K

uhnlein, der Fragen meinerseits zwar mit
"
Ich ken-








Ubermittlung von [AndIII], einem
f

ur mich sehr wertvollen Artikel. Auch er wurde nicht von dummen Fragen
verschont, die er zufriedenstellend beantworten konnte.
Eine Fr

uhversion wurde von Stefan K










oren und Stellen vieler Fragen w

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1 Einf

uhrung: Etwas rigid analytische Geometrie
1.1 Die Tateuniformisierung elliptischer Kurven





mit einem Gitter  in C .





amlich keine nicht trivialen diskreten Untergruppen. G

abe es eine






ur alle n 2 N und alle
"
Gitterpunkte\
 2  stets p
n









Um diesem Umstand beizukommen, erinnerte sich Tate [Ta71] der komplexen












ur q 2 C

p
mit jqj < 1 ist q
Z









eine elliptische Kurve. Letzteres gilt, da die der komplexen
multiplikativen Uniformisierung entsprechenden Reihen p-adisch konvergieren
[Si94, V.3.1]. Solch eine elliptische Kurve heit eine Tatekurve. Tates Resultat
lautet:











In diesem Fall hat E schlechte (multikativ zerfallende) Reduktion.
Hierf

ur erfand Tate die Theorie der rigid analytischen Variet

aten. Diese sind
mit einer Grothendiecktopologie versehen. Die erste

Uberraschung hier ist, dass
im Sinne der Grothendiecktopologie tats






















o = fx 2 K j jxj  1g der Bewertungsring
m = fx 2 K j jxj < 1g das Bewertungsideal
k = o=m der Restklassenk

orper





































heit die Tatealgebra (der strikt konvergenten Potenzreihen)

uber K (hier sei
X := (X
1
; : : : ; X
n
) und m 2 N
n
Multiindex). Wir bemerken noch kurz, dass es








ahlt wird. Sie sind alle

aquivalent.
Versehen mit der Gaunorm jj, dem maximalen KoeÆzientenbetrag, ist T
n
eine
noethersche, faktorielle K-Banachalgebra. Alle ihre Ideale sind abgeschlossen
[BGR84, 6.1.1/3].
Denition 1.1. Eine K-aÆnoide Algebra ist ein Quotient A = T
n
=a mit einem
Ideal a von T
n
. A bekommt die Quotientennorm
jf + aj := dist(f; a) = inf
g f2a
fjgjg :
Morphismen K-aÆnoider Algebren sind K-Algebrahomomorphismen A! B.
Bemerkung 1.2. K-aÆnoide Algebren sind noethersche Banachalgebren, und





onnen nun die Kategorie der K-aÆnoiden Variet

aten denieren: Die Ob-
jekte sind
SpA = (MaxA;A);
und die Morphismen sind
SpA! SpB = (
a
; );
wobei A eine K-aÆnoide Algebra und MaxA ihr Maximalspektrum, d.h. die
Menge aller ihrer maximalen Ideale,  : B ! A ein Morphismus K-aÆnoider
Algebren und 
a



















orper von K. Die Noethernormalisierung
[BGR84, 6.1.2] gibt uns n


















) = ker (B ! A=m
x







, also ein K






Wie in Funktionalanalysis und algebraischer Geometrie

ublich schreiben wir f

ur
x 2 SpA und f 2 A




K, dem algebraischen Abschluss von K. Die Elemente von A




K wird mit der eindeutigen
Betragsfortsetzung von j  j
K
bewertet.
Denition 1.4. Eine Teilmenge U  SpA heit ein aÆnoider Bereich von
SpA, falls es eine aÆnoide Algebra A
U





)  U gibt, und f

ur jeden Morphismus  : SpB ! SpA mit




















Lemma 1.5. Es ist ' injektiv und '(SpA
U
) = U .
Beweis. [BGR84, 7.2.2/1]
Die kanonische Topologie auf einer aÆnoiden Variet

at ist die von den aÆnoiden
Bereichen erzeugte Topologie.






































Die Komplettierung des Tensorproduktes erf

ullt die UAE des Tensorproduktes
f

ur stetige B-Morphismen in der Kategorie der B-Banachmoduln.
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Beweis. [BGR84, 6.1.1/10] Sei zun

achstB = K. Die stetige Surjektion ' : T
n
!
C ist nach Banach oen und strikt (d.h. die Norm auf C ist

aquivalent zur Quo-


















ist strikt. Schalten wir nun f

ur A = T
m


























Als Folge gilt [BGR84, 7.2.2/5]
Lemma 1.7. Durchschnitte aÆnoider Bereiche von SpA sind aÆnoid.
1.3 Rigid analytische R

aume
Denition 1.8. Eine Grothendiecktopologie auf einer Menge X besteht aus
1. einer Menge S von Teilmengen von X, den zul

assigen oenen Mengen,















1. U; V 2 S ) U \ V 2 S
2. U 2 S ) fUg 2 CovU































atenX = SpA gibt es die schwache G-Topologie: die zul

assi-







assiger Mengen sind die endlichen

Uberdeckungen durch aÆnoide Berei-
che von X.
Mit der Mengeninklusion als Morphismen bildet eine Grothendiecktopologie auf
X eine Kategorie G(X), deren Objekte die zul

assigen oenen Mengen sind.
1 EINF

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Denition 1.9. Eine Pr

agarbe auf X ist ein kontravarianter Funktor
G(X)! Ab; Ring etc.














Beispiel 1. Die Struktur(pr

a-)garbe auf X = SpA
O
X
: U = SpB 7! O
X
(U) = B
ist eine Garbe. Dies folgt aus
Satz 1.10 (Azyklizit


















































(X) = A; q = 0






















































) ein lokalG-geringter Raum (

ubliche Denition, nur mitG-Topologie).
Denition 1.12. (X;O
X






1. (a) ; und X sind zul

assig oen in X
(b) Seien U zul













assig oen in X f

ur alle
i 2 I, so ist V zul

assig oen in X.
1 EINF

UHRUNG: ETWAS RIGID ANALYTISCHE GEOMETRIE 12







assig oenen Menge U von X.
Hat U eine Verfeinerung (eine










8j 2 J) durch zul

assige oene Mengen in X,
so ist U 2 CovU .






































ur K-aÆnoide Algebren A gelten folgende Bezeichnungen
A
Æ
:= ff 2 A j jf j
sup











jf(x)j. Wegen der Stetigkeit induziert ein Morphismus
















aten; SpA 7! Sp








A) | in diesem Abschnitt kennen wir oenbar noch
nicht den Begri
"
Schema\. Siehe auch die unten stehende Anmerkung.
Sei x 2 SpA. Dann gibt es die kanonische Abbildung  : A ! A=m
x
. Diese












uber k, also ein K

orper. Dies bedeutet
ker  2 Max

A:





A; x 7! x
mit dem Punkt x zu m
x
:= ker  2 Sp




















Es gilt der wichtige Satz [Ta71] oder [BGR84, 7.1.5/4]
1 EINF

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Satz 1.14 (Tate). Die Tateabbildung ist surjektiv.
Anmerkung. Es ist etwas unbefriedigend, dass die rigid analytische Tateabbil-
dung nicht auf das volle Spektrum (richtiger) aÆner Variet

aten abbildet. Mit-
hilfe von Berkovich [Ber90] bekommen wir (im n

achsten Abschnitt) eine bessere
Tateabbildung . . .
1.5 Beispiele
Sei K algebraisch abgeschlossen.
1. Es ist SpK = (pt; K) und SpK = Sp k.






3. Ist X = SpKhT; T
 1
i = fz 2 K j jzj = 1g, so ist wegen
KhT; T
 1


























4. Sei X = SpKhT; T i mit jj = r 2 (0; 1) \ jK

j. Es ist X der Kreisring
fx 2 K j r  jxj  1g = SpKhx; yi=(xy   ):
Und

X = Sp k[x; y]=(xy) ist das Achsenkreuz. Die Tateabbildung : X !









(x) ein oener Kreis im Rand und

 1
(Doppelpunkt) = fr < jxj < 1g:
5. Nach [Gr68, 5.2] ist jeder zusammenh

angende aÆnoide Bereich X des P
1
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Die Reduktion





Jede Komponente ist ein Zariski-oener Teil einer aÆnen Gerade. Dies




aume sind etwas unbefriedigend in ihrer Handhabung, da
sie nur mit einer Grothendiecktopologie ausgestattet sind. Ihre Strukturgarben
sind als solche f

ur die jeweilige Grothendiecktopologie zu verstehen. Zudem
sind Wege stets trivial. V. Berkovich ist es jedoch gelungen [Ber90], ihnen eine
vern

unftige Topologie zu geben, bez

uglich der sie lokal wegzusammenh

angend







Sei A eine normierte Algebra

uber einem bewerteten K

orper (K; j j
K
).
Denition 2.1. Mit M(A) bezeichnen wir die Menge aller beschr

ankten mul-








Wir wiederholen kurz die Begrie:
Eine Halbnorm ist eine Funktion  : A! R
0
, die positiv semidenit ist und die









ullt. Eine Halbnorm heit beschr

ankt, wenn ein C > 0
existiert mit (f)  Cjf j f

ur alle f 2 A. Und multiplikativ bedeutet (f  g) =
(f)  (g) f

ur alle f; g 2 A.
Bemerkung 2.2. F

ur jede Einheit f 2 A

und jedes  2M(A) gilt (f) = jf j.










Cjf j. Da n beliebig war,
folgt (f)  jf j, d.h. es ist C = 1 w

ahlbar. Da aber auch f
 1





. Wegen der Multiplikativit

at von  folgt daher
die Behauptung.
Wie in der Funktionalanalysis












;  7! (f)
mit f 2 A stetig sind.




andig und nicht trivi-
al bewerteten K






normierten kommutativen K-Algebren ' : A! B heit zul

assig, falls die Quo-
tientennorm auf A= ker'

aquivalent zur Restriktion der Norm von B auf '(A)
ist.
Denition 2.3. Eine kommutative Banach-K-Algebra heit K-aÆnoid, falls es
r
1
; : : : ; r
n













gibt. Eine K-aÆnoide Algebra heit strikt, falls r
1
























mit T = (T
1














= 0 und m = (m
1
; : : : ;m
n
). Die
strikt K-aÆnoiden Algebren sind genau die K-aÆnoiden Algebren aus Ab-
schnitt 1.
Bemerkung 2.4. AÆnoide Algebren sind noethersch, alle ihre Ideale sind ab-
geschlossen [Ber90, 2.1.3], und f

ur striktes A gibt es eine kanonische Abbildung
MaxA!M(A), die einen Hom

oomorphismus von MaxA auf eine dichte Teil-
menge von M(A) induziert [Ber90, 2.1.15].
2.1.2 Gel'fandspektrum und Restklassenk

orper




orige Halbnorm (da wir gerne von Punkten
sprechen, sehen wir uns gen

otigt, diese Unterscheidung zu machen). Zwar ist j j
x
kein Algebrahomomorphimus, dennoch (und der Grund wird alsbald ersichtlich
werden), sprechen wir vom Kern von j j
x











(f0g) ein (abgeschlossenes) Primideal von A:
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Erstens ist 0 2 ker j j
x
. Zweitens ist wegen der Dreiecksungleichung mit f und
g auch f  g 2 ker j j
x





mit f auch g  f f

ur jedes g 2 A im Kern von j j
x
liegt. Also ist p
x
ein Ideal.
Die Primidealeigenschaft von p
x
ist klar, da R ein K

orper ist.
So bekommen wir eine stetige Abbildung
M(A)! SpecA; x 7! p
x
:
Die induzierte Norm auf A=p
x
setzt sich zu einer Bewertung auf F (x) :=
QuotA=p
x
fort. Die Komplettierung H(x) :=
[
F (x) hiervon wollen wir den
analytischen Restklassenk

orper von x nennen.
F

ur f 2 A sei f(x) := 
x
(f) das Bild von f unter der kanonischen Abbildung

x
: A ! H(x). Wie

ublich werden Elemente von A als Funktionen auf M(A)
aufgefasst, deren Bildpunkte aber in verschiedenen Zielmengen liegen.
Beispiel 2. Beginnen wir erst einmal mit K = C , den komplexen Zahlen. Die
allgemeine Theorie von [Ber90] beschr

ankt sich nicht auf nicht archimedisch
bewertete Grundk

orper. Die C -Algebra der auf dem komplexen Einheitskreis
konvergenten Potenzreihen C hzi ist mit der Supremumnorm j j
sup
eine Banach-
algebra. Nach Lemma 2.8 und Gel'fand-Mazur (auer C gibt es keine kom-
plexen Banachdivisionsalgebren [Rud92, 10.14]) ist M(C hzi) hom

oomorph zu
Max C hzi mit der Gel'fandtopologie, nach [Rud92, 11.9] also kompakt (mit den
Bezeichnungen von Denition 2.7 ist X(C hzi) = Hom
C




Beispiel 3. Sei K algebraisch abgeschlossen. In der rigiden Geometrie ist
SpKhT i = D(0; 1
+
) die abgeschlossene Einheitskreisscheibe. In M(KhT i) tre-
ten die vier Sorten von Punkten auf:
1. Jedes x 2 D(0; 1
+
) liefert eine multiplikative Halbnorm

x
: KhT i ! R
0
; f 7! jf(x)j
K
:
2. Jede Kreisscheibe D(x; r
+
)  D(0; 1
+





: KhT i ! R
0











ein Element von M(KhT i).
3. Dasselbe gilt, falls r =2 jK

j.
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4. Sei schlielich D := fD

g eine absteigende unendliche Familie abgeschlos-
sener Kreisscheiben in D(0; 1
+
). Dann nehmen wir
 : KhT i ! R
0













6= ;, so ist entweder  = fxg,
ein Punkt, also  = 
x
der Sorte 1, oder  = D eine Kreisscheibe und
 = 
D
der Sorte 2. Im Fall  = ; bekommen wir eine neue Sorte von
Punkten in M(KhT i).
Die Sorte 1 heit klassische Punkte, die anderen generische (Berkovich-)Punkte.
Dass es keine weiteren Sorten von Punkten gibt, sehen wir nach [Ber90, 1.4.4]
so: f

ur gegebenes j  j 2 M(KhT i) sei D := fD(x; jT   xj
+
)  D(0; 1
+
)g.
Es ist D eine unendliche absteigende Familie von Kreisscheiben, und es ist
jT   xj
D
= jT   xj f

ur alle x 2 K. Da multiplikative Halbnormen auf KhT i
durch ihre Werte auf den Polynomen T   x, x 2 K, vollst

andig bestimmt sind,







orper eines Punktes x 2M(KhT i) gilt:
1. Ist x ein klassischer Punkt, so ist H(x) = K. [BGR84, 6.1.2/3]
2. Ist x generisch der Sorte 2, so ist H(x) =

K und jH(x)j = jKj.




j ist die von jK

j
und r erzeugte Untergruppe von (R
0
; ).
4. Ist x ein Punkt der Sorte 4, so ist H(x) eine Erweiterung von K mit
derselben Wertehalbgruppe wie K.




































H(x) =: G(A); f 7! (f(x))
x2M(A)
ein isometrischer Isomorphismus [Ber90, 1.3.2], also sind M(A) und M(G(A))
zueinander hom






Cech-Stone-Kompaktizierung von M(A) [Ber90,
1.2.3].
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Satz 2.6. Es ist M(A) nicht leer, hausdorsch, kompakt.
Beweis. M(A) 6= ;: F

ur striktes A haben wir die Inklusion
; 6= MaxA M(A);
die jedem maximalen Ideal m von A den Lift des Betrags von A=m 

K (der









Im Fall A nicht strikt sei zun

achst A = Khr
 1
T i mit r = (r
1





; : : : ; T
n










; 6= D(0; jj
+
K
)  D(0; r
+
)









ein Ideal a  Khr
 1
T i, so ist
M(A) = V (a) := fx 2 D(0; r
+












; 6= V (aKhjj
 1
K
T i) = V (a) \D(0; jj
+
K
)  M(A) :
hausdorsch: Seien x 6= y zwei verschiedene Punkte in M(A). Ohne Ein-
schr







Es gibt reelle r mit jf(x)j
H(x)
< r < jf(y)j
H(y)
: Dann sind
U := fz 2M(A) j jf(z)j
H(x)
< rg; V := fz 2M(A) j r < jf(z)j
H(y)
g






T i=a, so ist M(A) = V (a)  D(0; r
+
) Zariski-
abgeschlossen in der kompakten Kugel D(0; r
+
). Zariski-abgeschlossene Teil-





are es wohl, den Beweis von [Rud92] zu

uber-
tragen, aber er beruht massiv auf der Tatsache, dass die komplexe Einheits-







Analogon zu Banach-Alaoglu [Rud92, 3.15] hoen (um die Kompaktheit der ri-
giden Einheitskreisscheibe zu verwenden).
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Denition 2.7. Ein nicht trivialer und beschr

ankter Algebrahomomorphismus
 : A! F in einen bewerteten K

orper F heit ein Charakter von A. Die Menge
aller












aquivalent (  
0
), wenn
ein Charakter  : A ! F und Einbettungen F ! F
0

























Lemma 2.8. Es gibt eine Bijektion M(A)! X(A):
Beweis. Wir geben zwei zueinander inverse Abbildungen an.
 : M(A)! X(A); x 7! (
x
: A!H(x); f 7! f(x))











achlich ein Charakter, und  ist wohldeniert.
 Æ  = id: Zum Charakter  : A! F bekommen wir x 2M(A) als




; f 7! j(f)j
F
:
Mit  wird daraus

x
: A!H(x); f 7! f(x):
Wegen ker j j

= ker() faktorisiert 

uber die kanonische AbbildungA! F (x),
es ist daher F (x) isomorph zu einem Teilk

orper von F . Dies impliziert   
x
.
 Æ  = id: Es ist (x) = 
x




= jf(x)j = jf j
x
ist (die
letzte Gleicheit folgt aus der Denition der Quotientennorm), haben wir die
Behauptung gezeigt.










ur die die Einsetzungsabbildungen  7! (f)
stetig sind.








Denition 2.9. Sei A eine strikt aÆnoide K-Algebra, und sei X =M(A). Ein
strikt aÆnoider Bereich von X ist der Abschluss eines aÆnoiden Bereichs von
MaxA in X. Ein aÆnoider Bereich von X ist eine abgeschlossene Teilmenge
V  X, f






morphismus ' : A! A
V
gibt, die folgender UAE gen

ugen: Zu jedem beschr

ank-
ten Homomorphismus K-aÆnoider Algebren  : A! B mit  

: M(B)! V 





















Berkovich zeigt, dass der Homomorphismus A ! A
V
durch V eindeutig be-













onnen wir die Strukturgarbe eines strikt aÆnoiden Raums einf

uhren.
Sei S(X) die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von X, die endliche
Vereinigung aÆnoider Bereiche von X sind | die speziellen Teilmengen von X.
F







Uberdeckung von V durch aÆnoide
Bereiche von X. Da der Durchschnitt zweier aÆnoider Bereiche wieder aÆnoid























ur V 2 S(X) wohldeniert, da A
V







atssatz 1.10 gilt auch hier [Ber90, 2.2.5]. Die Struk-












auft dabei die oenen Mengen von X).
2 P -ADISCHE MANNIGFALTIGKEITEN 21
Denition 2.10. Das Paar (X;O
X





) strikt K-aÆnoider R

aume ist
ein Morphismus lokal geringter R

aume, der von einem beschr

ankten Homomo-
morphismus ' : B ! A herr

uhrt (hier ist er dann einfach  7!  Æ ').
Bemerkung 2.11. Die Zuordnung A ! (M(A);O
M(A)
) ist ein treuer kontra-
varianter Funktor von der Kategorie der strikt K-aÆnoiden Algebren in die






ur eine kommutative Banachalgebra A; j j ist die Menge
A
Æ
:= ff 2 A j (f)  1g
ein Ring und
t(A) := ff 2 A j (f) < 1g







tralradius von f 2 A, eine beschr






























orper ist, ist ker(
x








erhalten wir eine K

orpereinbettung k(x)! H(x) und folgende Abbildung
 : M(A)! Spec

A; x 7! ker(
x
);
die Reduktionsabbildung (oder auch Tateabbildung).
Bemerkung 2.12. 1. Ist die Norm auf A trivial, dann ist A
Æ
= A und
t(A) = Nil(A). In diesem Fall stimmt die Abbildung  : M(A)! Spec

A =






2. Ist die Bewertung auf K nicht trivial und A eine strikt K-aÆnoide Algebra,
so stimmt j
MaxA
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3. In jedem Falle ist

A eine reduzierte endlich erzeugte k-Algebra [BGR84,




Denition 2.13. Eine nicht leere abgeschlossene Teilmenge Z einer aÆnoiden
Menge X = M(A) heit ein Rand von X, falls alle f 2 A ihr Maximum
irgendwo in Z annehmen. Nach dem Lemma von Zorn existieren minimale
R


















= fgenerische Punkte der irred. Komp. von

Xg. Dann gilt:
















ur derartiges x ein Isomorphismus.









Beweis. [Ber90]. Vorab: Nach [BGR84, 6.2.3/3] ist (f) = jf j
sup
.











, da j j
sup




: A! H(j j
sup
) ist
injektiv, somit auch 
sup
.
Sei nun x 2 
 1




gilt: falls jf j
sup
= 0 ist,
gilt f 2 Nil(A) und damit jf(x)j = 0. Falls aber jf j
sup
> 0 ist, existieren nach
[BGR84, 6.2.1/4] ein a 2 K












= 1. Wegen g 2 A
Æ
n t(A) folgt jg(x)j = 1. Also ist jf(x)j = jf j
sup
.





= jKj ist, nehmen wir ohne Einschr

ankung an, dass A reduziert sei.
Dann ist Quot(A)





















, einem Quotient von
Elementen aus A
Æ
















f(x) 6= 0 und derart, dass

f auf allen irreduziblen Komponenten von

X verschwindet, auf denen x nicht
liegt. Mit B := Ahf
 1
i gilt M(B) = X(f
 1
) = fx 2 X j jf(x)j = 1g. Es folgt


















folgt 2., da die Aussage f

ur B gilt.
3. Sei f 2 A
Æ













0. Sei x := 
 1
(x). Dann ist
jf(x)j = 1 = jf j
sup
. Also nimmt tats








) ihr Maximum an. Es liegt also ein (oenbar minimaler)
Rand vor. Wegen der Endlichkeit ist er auch Shilovrand.
Beispiel 4. Sei K = C
p
. Es ist f

ur D = D(0; 1
+
















Im Folgenden seien alle aÆnoiden Mengen stets strikt aÆnoid. Mit Int(X=Y )
sei das topologische Innere von X  Y im topologischen Raum Y gemeint.
Denition 2.15. Ein quasiaÆnoider Raum ist ein Paar ((U;O); '), wobei
(U;O) ein lokal geringter Raum ist und ' : U ! X eine oene Einbettung
















ur den V ! V
0
ein Morphismus aÆnoider R


































Denition 2.17. Sei (X;O
X
) ein lokal geringter Raum. Ein K-analytischer
Atlas auf X ist eine FamilieK-quasiaÆnoider R












(die Karten von U genannt werden), sodass
1. U eine oene




















Ein quasiaÆnoider Teilraum (U;') von X heit vertr

aglich mit U, falls die








ur alle i 2 I Isomorphismen quasiaf-
noider R

aume sind. Zwei Atlanten von X heien vertr

aglich, falls stets alle
Karten des einen Atlanten mit dem anderen Atlas vertr

aglich sind.





Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Atlanten von X.
Denition 2.19. Ein lokal geringter Raum mit einer Vertr

aglichkeitsklasse K-
analytischer Atlanten heit ein K-analytischer Raum. Ein Morphismus K-
analytischer R














)g auf Y existieren,


















angen dabei nur von den Vertr

aglichkeitsklassen von Atlanten
auf X und Y ab, wir bekommen also eine Kategorie K-An.
Denition 2.20. Ein parakompakter K-analytischer Raum S, in dem jeder
Punkt eine Umgebung besitzt, die zu einem aÆnoiden Bereich eines glatten
analytischen Raums isomorph ist, heit eine K-Mannigfaltigkeit. Eine C
p
-
Mannigfaltigkeit nennen wir auch eine p-adische Mannigfaltigkeit.
Begrie: Ein Hausdorraum X heit parakompakt, wenn jede oene

Uber-












Beispiel 5. 1. D , die Einheitskreisscheibe ist eine Mannigfaltigkeit, die selbst
nicht glatt ist.









ur jede normierte K-Algebra A der Raum M(A) gebildet werden
darf) ist eine glatte Mannigfaltigkeit. Er ist die Vereinigung aller aÆnoider
Kugeln um Null.




[ f1g ist die Einpunktkompaktizierung
der aÆnen Gerade. Als solche ist sie ebenfalls eine glatte Mannigfaltigkeit.
Anmerkung. Es klingt sicher etwas unsch

on, wenn Mannigfaltigkeiten nicht
automatisch glatt sind. Doch wir werden sp

ater wie in [AndIII] h

aug mit
aÆnoiden Kreisscheiben zu tun haben, von denen wir uns w

unschen, dass sie
auch Mannigfaltigkeiten genannt werden d

urfen. Y. Andre bezeichnet in seinen
Werken nach [AndIII] mit
"
Mannigfaltigkeiten\ nur noch parakompakte glatte
analytische R

aume, was sicher wesentlich nat

urlicher ist.









denieren den Radius von Punkten
r : A
1






0; x der Sorte 1
"; x = 
y;"
der Sorte 2 oder 3
inf der Radien der D






Sorte\ wie in Beispiel 3), und f

ur   r(x) denieren wir Kreisscheiben:
A. Ist  > r(x), so gibt es genau eine abgeschlossene Kreisscheibe D vom
Radius , die x enth

alt. Es sei also D(x; 
+
) := D.
B. Ist  = r(x) und x = 
y;r(x)






C. Ist schlielich  = r(x) und x der Sorte 1 oder 4, so sei D(x; r(x)
+
) := fxg.
Daraus machen wir wieder Punkte. Sei
K := fD(x; 
+
) j x 2 A
1
;  > r(x)g:
Dann sei



















ur x; y 2 A
1
sei r(x; y) der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe,




























oomorph zum reellen Einheitsintervall und sogar der (injek-
tive) Weg in A
1






Satz 2.21. Analytische R

aume sind lokal wegzusammenh

angend [Ber90, 3.2.1].
Ein Resultat von Tragweite ist
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Satz 2.22. Mannigfaltigkeiten sind lokal kontrahierbar [Ber99]
Es gibt also universelle topologische

Uberlagerungen. Wir wollen uns damit
begn

ugen, den eindimensionalen Fall zu verstehen.
Denition 2.23. Ein zusammenh

angender, lokal kompakter hausdorscher to-
pologischer Raum X heit ein Quasipolyeder, falls
1. Die Topologie von X eine Basis aus oenen Mengen U hat mit
(a) U
cl
n U ist endlich,
(b) f

ur alle x; y 2 U , x 6= y existiert genau eine abgeschlossene Teilmenge
`
x;y
 U und ein Hom

oomorphismus ' : [0; 1]! `
x;y




angenden oenen Teilmengen von X sind abz

ahlbar im
Unendlichen, d.h. bei der Einpunktkompaktizierung X [ f1g des lokal
kompakten Raumes X hat 1 eine abz

ahlbare Umgebungsbasis.
Ein Quasipolyeder X heit einfach zusammenh





Bemerkung 2.24. Sei X ein Quasipolyeder.
1. Lokal kompakte zusammenh

angende Teile von X sind Quasipolyeder.
2. Zu disjunkten abgeschlossenen Teilmengen ; T  X gibt es genau eine ab-
geschlossene Teilmenge `
;T
 X und einen Hom

oomorphismus ' : [0; 1]!
`
;T
mit '(0) 2 , '(1) 2 T und `
;T
\  = fxg, `
;T




n fx; yg =
fz 2 X j  und T liegen in verschiedenen Zsh.komp. von X n fzgg
Ist   X zusammenh

angend abgeschlossen, so ist die Retraktion


: X ! ; x 7!
(
x; x 2 
zweiter Endpunkt von `
x;




angende Quasipolyeder X werden folgendermaen kompak-
tiziert. Sei
^
X := fj  ist partielle Ordnung auf X und 8x; y 2 X 9
1
sup(x; y);
sowie x  y ) 8z 2 `
x;y
: x  z  yg
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Eine Einbettung X !
^
X bekommen wir so:











ur eine Topologie auf
^
X sind die in X relativ kompakten Teilmengen




X , sodass U Zusammenhangskomponente eines
Punktes x 2 X mit nicht kompaktem Abschluss und
~
U die Vereinigung von U
und denjenigen 2 @X :=
^
X nX mit `

x
\ U 6= ;: Dabei sei f












oomorph zu [0; 1] oder ein Punkt, und f






oomorph zu [0; 1).
Denition 2.25. 1. Ein einfach zusammenh






X eine Abbildung : X ! [0; 1] existiert, die f

ur











Satz 2.26. Einfach zusammenh










ist ein einfach zusammenh

angendes spezielles Quasipolyeder [Ber90,
4.2.1].
2.2.2 Skelette
Sei X ein einfach zusammenh


















Nach [Ber90, 4.1.3] ist (X) := X\L
^
X
(@X) ein kontrahierbares Polyeder, und






ander sind als Mengen gleich: @(X) = @X \ (X)). (X) besteht
aus den Punkten von X, die keine zusammenh

angende oene Umgebung mit
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einem einzigen Endpunkt besitzen. Falls X h





ur beliebige Quasipolyeder X sei (X) die Menge aller Punkte von X, die
keine einfach zusammenh

angenden Quasipolyeder mit einem einzigen Endpunkt
als oene Umgebung zulassen.
Denition 2.28. (X) heit das Skelett von X.
Es gilt [Ber90, 4.1.4]
Satz 2.29. 1. (X) ist eine abgeschlossene Teilmenge von X, die genau





ochstens einem Endpunkt ist.
2. (X) ist ein Polyeder, das keinen Punkt enth

alt, der eine zu [0; 1) hom

oo-
morphe oene Umgebung besitzt. Falls X kompakt ist, ist es auch (X).
3. Die Zusammenhangskomponenten von X n(X) sind einfach zusammen-
h

angende Quasipolyeder, die einen Endpunkt in (X) haben.
F

ur spezielle Quasipolyeder X ist (X) ein starker Deformationsretrakt von





 ist ein einfach zusammenh










[Ber90, 4.1.8]. Allgemeiner gilt f












Sei X eine nicht singul





. Es gibt eine
reine aÆnoide





X semistabil ist [vdP84].
Sei 
U
: X ! X
U





angendes spezielles Quasipolyeder, das Skelett (X
an
) ist ein zu-
sammenh

angender lokal endlicher topologischer Graph [Ber90, 4.3.1 und 4.3.2].
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Bekanntlich gilt f

























In jedem Fall ist die Faser ein spezielles einfach zusammenh

angendes Quasipo-
lyeder. Im Fall von Punkt oder Kreisscheibe ist das Skelett leer. Und im Fall
























oomorph zum oenen Einheitsintervall. F

ur den
Abschluss der Faser in X unterscheiden wir zwei F

alle:
1. x liegt auf zwei Komponenten von





























wobei die Aktion von Z
2
lediglich die beiden Enden identiziert.
Nun k

onnen wir einen Graph 
U
(X) denieren: Die Eckenmenge ist @
sh
(X),
und die Kanten sind die Abschl

usse der Skelette (
 1
U
(x)) in X (also ho-
m

oomorph zu [0; 1] oder [0; 1)). 
U
(X) heit das analytische Skelett von X
bez

uglich U. Die verschiedenen semistabilen Reduktionen unterscheiden sich
durch eine Folge von Kantenkontraktionen (Auf- und Niederblasen irreduzibler
Komponenten [vdP84, 1.1]). Aus diesem Grund sprechen wir, falls der Graph

U
(X) reduziert ist (d.h. alle Ecken Valenz  3 haben), vom analytischen
Skelett 
an
(X) von X schlechthin.
Wir k

onnen folglich die analytische Reduktion im topologischen Sinne als De-
formationsretrakt auf der Kurve auassen!
Satz 2.30. Es ist (X
an
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3 Ein Zoo von Fundamentalgruppen
In der p-adischen Geometrie wurde alsbald festgestellt, dass die topologische
Fundamentalgruppe einer p-adischen Mannigfaltigkeit viel zu klein ist. Dies





Aquivalent umformuliert: es gibt zuwenig topologische

Uberlagerungen
einer gegebenen Mannigfaltigkeit. So ist etwa die beliebte

Uberlagerung der





punktierte Kreisscheiben einfach zusammenh

angend sind. Aus diesem Grund
schw

achte A. de Jong den Begri der

Uberlagerung ab, um etwas bessere Fun-
damentalgruppen zu bekommen. Diese Abschw

achung war jedoch Yves Andre




uhrte, die seiner Mei-
nung nach immer die p-adisch richtigen Fundamentalgruppen liefern.
Das meiste dieses Kapitels steht in [AndIII].
3.1 Faserfunktoren
Denition 3.1. Sei S eineK-Mannigfaltigkeit. Ein geometrischer Punkt von S
ist ein Morphismus s : M(
)! S, wobei (
; j j) eine algebraisch abgeschlossene
vollst

andige Erweiterung von (K; j j) ist | es ist 
 eine normierte K-Algebra,
daher ist M(
) wohldeniert.
Mit s := s(M(




Uberlagerung von S ist ein analytischer Morphismus
f : S
0
! S, sodass S eine oene

Uberdeckung U hat mit der Eigenschaft:












! U sind endlich.
Ein Morphismus von


















Die Kategorie, die wir erhalten, nennen wir Cov
S
.







uhren wir den Faserfunktor ein.
Diesen brauchen wir als Ersatz f

ur Homotopieklassen von Wegen, die wir nur
f

ur Berkovichwege (Wege in der Berkovichtopologie) kennen. Letztere liefern
wie immer die topologische Fundamentalgruppe. . .
Denition 3.3. Unter der geometrischen Faser eines geometrischen Punktes
s : M(
) ! S von S unter der

Uberlagerung f : S
0
! S verstehen wir die





























































! Sets; (f : S
0
! S) 7! f
 1
(s) :
Falls aus dem Zusammenhang klar ist, um welche Mannigfaltigkeit S es gerade








eine volle Unterkategorie von Cov
S
, die stabil ist unter Bildung von








! S) 2 Cov

S


















































(S; s) j (S
0
f








Bemerkung 3.4. Es ist tats

achlich B durchschnittsstabil, B also tats

achlich




(S; s), somit sind Gruppenverkn

upfung und Inversenbildung
stetig in der von B erzeugten Topologie. Die Fundamentalgruppe ist mit dieser
Topologie also eine topologische Gruppe.
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! U endlich etale sind.
 = alg : Eine

Uberlagerung f : S
0
! S heit algebraisch (bei [AndIII] oder
[dJ95] endlich-etale), falls f 2 Cov
et
S
und als Morphismus endlich ist.
 = top : Eine

Uberlagerung f von S heit topologisch, falls in der Situation





! U Isomorphismen sind.
 = temp : Eine

Uberlagerung f : S
0

































Bemerkung 3.6. Ist S
0
! S eine etale









(p 6= 2). Die Legendregleichung
y
2
= x(x   1)(x   ) f

ur die elliptische Kurve T liefert zusammen mit der
universellen topologischen












die auerhalb der vier Verzweigungspunkte 0; 1; ;1 temperiert ist.
Lemma 3.7. Es ist Cov
temp
S




Beweis. [AndIII, 11.2.5], [dJ95]. Sie beweisen sogar, dass die Verkettung einer
etalen mit einer algebraischen













D ; z 7! z
n
;
der punktierten p-adischen Einheitskreisscheibe ist algebraisch, aber f

ur n  2
nicht topologisch. Der Grund hierf

ur ist, dass der nicht klassische Punkt sup
nur sich selbst als Urbild hat.
Alternativ k










D eine lokal kompakte zusammenh










Bemerkung 3.8. 1. F











(S; s) stimmt mit der Gruppe von Homotopieklassen von Berkovichwe-
gen

uberein und ist daher diskret.
3. Es ist 
alg
1
(S; s) eine proendliche topologische Gruppe. F

ur charK = 0
und S = X
an













4. Wir haben einen Hom
































ublichen Methoden folgt nun















von links ist voll treu und induziert eine

Aquivalenz von Kategorien
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Korollar 3.10. 1. 

1













eine volle Unterkategorie von Cov

S
, dann ist 
alg
1
(S; s) die pro-




Beweis. 1. folgt direkt aus dem Satz.










































































(S; s) ist sur-




dichtes Bild in 
top
1
(S; s)). Dass die erste Gruppe eine topologische ist, folgt






















T topologisch einfach zusammenh

angend und T=S galoissch. Diese









































T=T , der universellen topologischen

Uberlagerung von
T . Quotienten der Galois

uberlagerung f haben ihren Galoisabschluss un-
terhalb von f . Dieser ist ebenfalls temperiert.
Wichtig ist folgender
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Satz 3.12. F

ur irreduzible nicht singul







(S; s) frei, endlich erzeugt (und damit diskret).
Beweis. Nach [Ber90, 4.3.2] ist S ein spezielles Quasipolyeder und das Skelett
(S) Teilgraph des analytischen Graphen 
an
(S). Genauer sind ihre Bettizah-
len gleich und h









 ! S die universelle topologische





















Es ist wegen der Retraktion 
! (
) sogar kartesisch. Es folgt daher leicht,
dass der linke Pfeil universell in der Kategorie der Graphen

uberlagerungen von






ochstens g Erzeugern ist.
Korollar 3.13. 1. Eindimensionale reduzierte aÆnoide R

aume sowie lokal
kompakte Teile glatter projektiver Kurven haben freie, endlich erzeugte to-
pologische Fundamentalgruppen.
2. Eindimensionale Mannigfaltigkeiten haben freie topologische Fundamental-
gruppen.













ein spezielles Quasiunterpolyeder von S
0
, das Skelett (X
0
)























ist nun ein bekanntes Resultat der kombinatorischen Grup-
pentheorie [Ser80, Theorem 5]. Da X aus X
0
durch Verkleben endlich vieler




ugen von Kanten. Wir
sahen im Beweis des vorangehenden Satzes, dass Fundamentalgruppen sich bei
Skelettbildung nicht

andern. Der zweite Teil von 1. ist klar, da lokal kompakte
Teile spezieller Quasipolyeder selbst solche sind.
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2. Sei die Mannigfaltigkeit S zun

achst glatt. Da S parakompakt ist, gibt es
eine abz

ahlbare reine lokal endliche aÆnoide

















bile Reduktion hat [vdP84] (nachdem U
i
in eine projektive Kurve eingebettet
wurde). Das Skelett (S) entsteht nun durch Verkleben der Graphen (U
i
)
mit endlicher Bettizahl l

angs ihrer Durchschnitte. Somit ist auch (S) ein
lokal endlicher Graph und hat freie Fundamentalgruppe 
top
1
(S; s). Dass die to-
pologische Fundamentalgruppe von S mit der Graphenfundamentalgruppe von
(S)

ubereinstimmt ergibt sich wie im Beweis von Satz 3.12 aus der Retraktion
S ! (S), die sich aus den lokalen Retraktionen verkleben l

asst.
Im allgemeinen Fall normalisieren wir die aÆnoiden Teile wie in 1.
3. Die analytischen Skelette beider Kurven unterscheiden sich nur um endlich
viele Enden (f

ur jeden herausgenommenen Punkt kommt ein Ende hinzu). Die
Graphenfundamentalgruppen sind somit gleich.











eindimensionale S in der Sprache der formellen und rigiden Geometrie gef

uhrt.
Bemerkung 3.14. 1. Eine Einsumgebungsbasis B in 
temp
1
(S; s) besteht aus
















uberlagerung T ! S ist.
2. F








(S; s) injektiv [AndIII, 2.1.6].
Beweis. 1. Oensichtlich.
2. Sei H 2 B, also T ! S eine algebraische Galois









alt als Normalteiler von endlichem Index







t), und ist somit residuell endlich. Dann































(S; s) ! G die kanonische Projektion ist. Aber, da G












(S; s) von endlichem Index. Schlielich gilt f

ur residuell endliche
Gruppen, dass die kanonische Abbildung in ihre proendliche Komplettierung
injektiv ist.
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, der proendlichen Kom-
plettierung der freien nicht abelschen Gruppe in 2 Erzeugern. Diese temperierte
Fundamentalgruppe spielt eine wichtige Rolle in einer geometrischen Beschrei-











uberlagerungen kennt die Topologie eine exakte Sequenz der Funda-
mentalgruppen. Wir kennen sie auch:
Lemma 3.15. Sei S
0
=G


















Sei S eine zusammenh

angende K-Mannigfaltigkeit. Nach Satz 2.21 ist S weg-
zusammenh

angend. Wir wollen aber auch die Existenz etaler Wege skizzieren.
Seien s;

t geometrische Punkte von S.
Denition 3.16. Ein in S verlaufender -Weg von s nach











Bemerkung 3.17. 1. Ein Element von 

1
(S; s) ist nichts anderes als ein in
S verlaufender geschlossener -Weg, der in s beginnt und endet.
2. Ein top-Weg s ;

t ist dasselbe wie eine Homotopieklasse von Berkovich-
















































Lemma 3.18. Es ist '
et;top





t, der in S verl

auft.
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Uberlagerung von S und nde dort einen etalen Weg
(dies ist die Hauptarbeit) mit demselben Anfangs- und Endpunkt wie . Der






ur Fundamentalgruppen von Kurven geh

oren im Kom-
plexen zu Einbettungen des Funktionenk

orpers in den K

orper der Puiseuxrei-
hen in einem unendlich fernen Punkt der Kurve. Diese Einbettungen h

angen
wiederum nur vom Tangentialvektor
@
@z
und nicht vom lokalen Parameter z ab
[Del89] oder [Schm01].
Das Problem, dass die Gaunorm von K(z) nicht auf den K

orper der Pui-
seuxreihen fortsetzbar ist, und wir daher keine generischen Berkovichpunkte
bekommen, umgeht Y. Andre in [AndIII, 2.2] dadurch, dass er nur temperierte






) im unendlich fernen Punkt zul

asst.










S sei S :=

S nf0g. Der Punkt 0 hat eine Umgebungsbasis aus Kreis-
scheiben um 0. Nach Gabber-L
























ur hinreichend kleine punktierte Kreisscheiben
_













































der Tangentialraum an 0, so k

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verketten und bekommen so f




































ein solcher tangentialer Basispunkt.
Satz 3.19. F

ur jeden geometrischen Punkt s von S existiert ein temp-Weg
s;
~

















Beweis. Der Beweis von der Existenz etaler Wege l












t ) mit tangen-
tialen Basispunkten
~
















Im folgenden sei K = C
p
.










; s) = 1, da beide Gruppen dicht






; s) = 1 (wegen der Surjektion auf die topologische Fundamentalgruppe).
Beispiel 10. Ist






















; : : : ; 
n
g stets topologisch einfach zusammenh

angend.
Beweis. Dies ist die Aussage von Korollar 3.13.3.





angendes spezielles Quasipolyeder ist (Korollar 2.27). F

ur solche sind






































; z 7! z
n
:
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. Hat S gute Reduktion, dann







! S Isogenien sind, hat auch S
0









































































uber einer hinreichend kleinen







Beispiel 13. Sei S = D , die p-adische Einheitskreisscheibe.
1. Genau dann ist eine endliche Gruppe Quotient von 
alg
1
(D ; 0), wenn sie
von ihren p-Sylowgruppen erzeugt wird.
2. Eine nicht triviale algebraische Galois







 ! D ; z 7! z
p
  z.
3. Es ist 
temp
1




Beweis von 1. Sei G ein endlicher Quotient von 
alg
1



















der von den p-Sylowgruppen erzeugte Normalteiler von G.
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Ist umgekehrt G = G
p
, so ist nach einem Spezialfall der Abhyankarvermutung









Uberlagerung der aÆnen Gerade
realisierbar.
















D . Sie ist stabil unter Zusammen-




D . Da Kummer

uber-





D ; s) eine topologische Gruppe, die
topologisch isomorph zu
^













3.17 erhalten wir f























Lemma 3.18 sagt, dass die linke Menge nicht leer ist. Also ist die rechte Menge
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F

ur kleine " ist nach Gabber-L


























Leicht einzusehen ist, dass 'Æ = id ist. Beachte dabei, dass der Morphismus '
den alg-Weg  = (
G
) auf folgenden kum-Weg abbildet: zun














ur kleine " nehmen wir





















































Beweis. Die erste Gleichheit gilt, weil
_























D ; s)! 1
In der Tat haben wir f

ur die Inklusion  :
_























D ; s) lie-





(D ; s)) von Faserautomorphismen unverzweigter

Uber-





(D ; s))  ker().














uberlagerung faktorisiert, der zugeh

orige Faserautomorphismus trivial
ist. Lassen wir alle derartigen

Uberlagerungen weg, verbleiben nur

Uberlagerun-
gen, die sich zu algebraischen

Uberlagerungen der vollen Einheitskreisscheibe

















ur jede verzweigte endliche Galois

uberlagerung f von D steht an der














Gehen wir zur Sequenz von Quotienten

uber:
1! N ! G! Z
n
! 1
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(s) (Wir haben ohne Einschr

ankung angenommen, dass s hinrei-
chend nahe am Nullpunkt liegt).















D ; s) 1
um auf dasselbe Ergebnis zu kommen.




; : : : ; 
m
g das Komplement von m Punkten im
A
1













; s ein temp-Weg in S. F

ur kleine " gibt es



































































































































































































































































































































Es gilt (mit hi
N
sei die normale H

ulle gemeint)





(S; s) = h
1















(S; s) = h
1






atzlicher lokaler Monodromie 
1











gilt. Diese Frage beantwortet Y. Andre negativ [AndIII, 6.4.6].
3.5 Orbifaltigkeiten
Sei K von Charakteristik Null.






)) ist ein normaler K-
analytischer Raum









Eine Orbikarte von S ist ein analytischer Morphismus ' : W ! V 

S mit
 W ist eine K-Mannigfaltigkeit.
 ' 2 Cov
V
.















mit dem Index e
i
verzweigt.
Wir setzen generell voraus, dass Orbifaltigkeiten durch Orbikarten

uberdeckbar
sind. Sei weiter S :=

S n Z.
Denition 3.26. Ein Morphismus f : S
0



















Orbikarten ' : W ! V 


































und J := fi 2 I j e
i










als Orbifaltigkeit isomorph zu S.
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Bemerkung 3.27. Es ist die Kategorie der K-Mannigfaltigkeiten in nahelie-
gender Weise eine volle Unterkategorie der Kategorie der K-Orbifaltigkeiten.
Denition 3.28. Ein Morphismus f : S
0
! S heit eine Orbi

uberlagerung,








































nichts anderes als eine temperierte

Uberlagerung.
Beispiel 18. Genau dann ist (A
1











































Im Gegensatz zur komplexen Welt gibt es hier keine universellen temperierten

Uberlagerungen, deshalb:
Denition 3.30. Eine Orbifaltigkeit heit uniformisierbar, falls sie eine globale
Orbikarte hat.
Beispiel 19. Wie im Komplexen gilt f



















Bemerkung 3.31. Sei S uniformisierbar und (f : S
0













ur die Erndung der Orbifaltigkeiten war es, Quotienten
von Mannigfaltigkeiten zu studieren:
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Es operiere eine diskrete Gruppe G eigentlich diskontinuierlich als Gruppe von











wobei D die Z
i
















ur Orbiquotienten mit virtuell torsionsfreiem G ist die





ur uns wichtigste Tierchen im Zoo kann nun eingef

uhrt werden. Sei dazu
S eine zusammenh

angende uniformisierbare Orbifaltigkeit. Wegen der Unifor-








ur ihn gilt [AndIII, 4.5.2]






























. Diese Kategorie ist stabil unter Zusammenhangskomponenten, Faserpro-

























. Dazu wird Kiehls Satz

uber die Existenz tubularer Umgebungen
gebraucht [Kie67]. F

ur die volle Treue ben

otigen wir die Fortsetzbarkeit tempe-
rierter





Denition 3.35. Sei s ein geometrischer Punkt von S =

S n Z (f

ur die Orbi-




















(S; s) heit die Orbifundamentalgruppe von S mit Basispunkt s.
Bemerkung 3.36. 1. Nach Satz 3.34 kann Cov
S
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2. Folgendes Diagramm von Funktoren kommutiert




























ur Orbiquotienten nach endlichen Gruppen haben wir ebenfalls die exakte
Sequenz von Fundamentalgruppen (vgl. Lemma 3.15)
Lemma 3.37. Sei f : S
0
=G























































































Vgl. auch den Beweis von [AndIII,1.4.12(b)].
G ist als Automorphismengruppe einer Orbi









(S; s)! G :
Es ist dabei ker die Menge aller  2 
orb
1
(S; s), die f
 1
(s) punktweise fest








Beispiel 20. Die e-fach punktierte Kreisscheibe S
e
:= (D ; (0; e)) ist eine uni-
formisierbare Orbifaltigkeit. Als globale Orbikarte dient
S
0
= D ! S
e














































































; (0; 2); (1; 2); (1; 2); (; 2)

mit  =2
f0; 1;1g ist uniformisierbar durch eine elliptische Kurve E
=Z
2
 ! S, die der
Gleichung y
2
= x(x  1)(x  ) gen


































ist. Die Operation von Z
2
auf der Fundamentalgruppe der elliptischen Kurve
wird in 4.3.1 beschrieben werden.
Anmerkung. Im Gegensatz zur komplexen Orbifundamentalgruppe h

angt die









4.1 Mumfordkurven vom Geschlecht g  2











, deren Schnittgraph das Geschlecht g hat. Wir haben















die topologische Fundamentalgruppe von C, frei in g Erzeugern ist, da sie iso-













, und   operiert diskontinuierlich auf 
































und die Menge T
g
der treuen diskontinuierlichen Darstellungen von F
g
ist ein
































) sei. Die Ungleichung ist
n

amlich die Bedingung daf

ur, dass eine p-adische M

obiustransformation hyper-




























operiert durch Vorschalten, und wir














der analytisch oen im Modulraum M
g
aller irreduziblen projektiven Kurven
vom Geschlecht g liegt (nach [L

ut83] stimmt die analytische Unterraumstruktur































zwei Mumfordkurven C und C
0
































ahlten stabilen endlichen Graph   sei M
g







C der duale Graph zum Schnittgraph der zu C geh

origen reduzierten




















Zur Dimension von M
g
. Sei T ein maximaler Teilbaum des Graphen  . Die g










Via  2 T
g
deniert jede Kante von  nT eine hyperbolische M

obiustransforma-






. Festlegung der Fixpunkte 0; 1;1 l









angend: dazu lassen wir
Doppelverh

altnisse von Fixpunkten hyperbolischer Transformationen von eben







), wo der Graph  
0












ur die Berkovichtopologie zusammenh

angend.




mithilfe seiner klassischen Punkte de-












lappen sich eben doch, und zwar auf generischen Punkten (von Kreisscheiben)!
Solch nicht klassische Punkte sind einfach Familien von Darstellungen der Fun-











) etwa ist eine ana-
lytische Familie von Mumfordkurven, bei denen faserweise als Reduktionsgraph
stets   oder  
0
auftritt.
4.2 Diskontinuierlich uniformisierbare Mumfordkurven
[Her85] kann allgemeinereModulr

aume von Mumfordkurven uniformisieren. Sei





) ist wieder eine algebraische Variet

at und die Menge T(N) der






Im Fall, dass T(N) nicht leer ist, bekommen wir in

ahnlicher Weise wie vorhin










von Mumfordkurven C von Geschlecht g(C) = rgN
ab
, die auerhalb des Ver-




amlichN einen freien Normalteiler











































Der ModulraumM(N) parametrisiert somit alle Mumfordkurven, die als Orbi-





aumen bekommen wir auf folgende Weise. Fixiere
F = F
g
in N und setze
Aut
F


























uber M(N) parametrisiert endliche verzweigte


















) heit eine Mumford-

















, so sprechen wir von ei-
ner rationalen Mumfordorbifaltigkeit, und falls zudem noch n = 2 ist, von ei-































uberlagerung, das folgende Diagramm kommutiert und hat ex-












































und die senkrechten Abbildungen links (dichtes Bild, Zielgruppe diskret) und
in der Mitte sind surjektiv (trivial), w

ahrend rechts die Identit

at steht.
Lemma 4.2. Es ist N
'
isomorph zu einer Fundamentalgruppe eines Graphen
von Gruppen.












































































































S total degeneriert, d.h. eine Mumfordkurve.
Auf
"
galoissch\ kann verzichtet werden:
Bemerkung 4.3. Das endliche Bild einer Mumfordkurve ist eine Mumfordkur-
ve. Insbesondere ist f











Beweis. [Brad98, Satz 5.24]
Bemerkung 4.4. Einer























entspricht eineindeutig eine Untergruppe N von N
'



































































mit dichtem Bild, also eine Surjektion.
Sei f

















































bijektiv, wir bekommen also auf T(') die Struktur einer Mannigfaltigkeit trans-
portiert.
Wir halten nun die Galoisgruppe G fest. Sei K(S) die Menge aller Isomorphie-









































uber Mumfordkurven vom Geschlecht g




die Unterkategorie der Kategorie der Orbifaltigkeiten, die aus den eindimensio-
nalen Mumfordorbifaltigkeiten von Geschlecht g mit Verzweigungsindexfolge e
gebildet wird.















Uberlagerungen mit Signatur e von
Mumfordkurven vom Geschlecht g.
In Abschnitt 6 sehen wir, dass H
g




uberlagerungen mit G = Z
2
. Die einfachste nicht zu




; (0; 2); (1; 2); (1; 2); (; 2)). Genau dann
ist im Fall p 6= 2 S

eine rationale Mumfordorbifaltigkeit (genauer sollte hier
gesagt werden: Tateorbifaltigkeit), wenn jjj   1j 6= 1 ist. Die Gleichung
y
2
= x(x  1)(x  ) gibt uns eine Orbikarte ' : T ! S






















Der rechte Modulraum ist durch die Orbikarte mit der universellen

Uberlage-

























, wobei   der Graph von Gruppen in einer




























































































urden gern die zugeh






























Die letzte Isomorphie holen wir aus folgendem










und der universellen to-
pologischen






. Dann kommutiert folgendes Diagramm






















































































S und N die Deckgruppe von ' Æ  : 
! S.
Beweis. Die unteren zwei Zeilen sind das Diagramm eingangs Abschnitt 4.3,
die linke Spalte ist nach Lemma 3.15 und die mittlere Spalte nach Lemma 3.37
exakt. Die Kommutativit

at der oberen beiden K

astchen ist klar, da der linke

















































































Beweis. Im Komplexen spaltet die analoge mittlere Zeile derart, dass Z
2
die
beiden Erzeuger der topologischen Fundamentalgruppe des Torus jeweils in-
vertiert (in der Mitte steht dann die topologische Orbifundamentalgruppe der
entsprechenden Orbifaltigkeit). F

ur die Operation von Z
2
auf der algebraischen
Fundamentalgruppe des Torus sollte das Entsprechende passieren. Dann ist die
p-adische Behauptung jedenfalls f

ur elliptische Orbikarten mit guter Redukti-
on gezeigt. F

ur Tatekurven als Orbikarten d

urfte da nichts anderes passieren,
oder?
Nun kommt der richtige Beweis f

ur die Operation von Z
2
in der mittleren Zeile,
der f






! T eine tem-
perierte

Uberlagerung. Diese ist ein Gruppenhomomorphismus. Im Fall, dass
T gute Reduktion hat, ist '
n
















uber derjenigen von T . Liften
wir die Involution t 7! t
 1
von T auf 

n



























= const = 
n
(1) :
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nach. Hier ist die Faser der Eins











(sei  = (
n
)) die Translation x 7! x 
n
, und es gilt f


















































Ubrigens kann auch elementar gezeigt werden, dass genau













hsi  hti die Erzeuger s und t bis auf PGL
2
-Konjugation die Fixpunktmenge
f0; 1; ;1g mit jjj  1j 6= 1 besitzen. [GvP80, IX.x2]
5 Bestimmung aller Mumfordorbifaltigkeiten
5.1 Bestimmung
Hier behandeln wir die Frage, wann eine gegebene Orbifaltigkeit eine Mumford-
orbifaltigkeit ist, d.h. eine globale Galoisorbikarte besitzt, die eine Mumford-
kurve ist.
In Bemerkung 4.3 sahen wir, dass die Orbifaltigkeit selbst notwendigerweise
eine Mumfordkurve sein muss. Als n

achstes wollen wir die Reduktionsgraphen




ein spezielles Quasipolyeder. Operiert eine diskrete Gruppe G
diskontinuierlich auf 
, so wird eine Operation auf dem Skelett (
), einem
Baum, induziert [Ber90,4.1.7]. Ist X = 
=G eine nicht singul

are irreduzible
projektive Kurve, so gibt es eine reine aÆnoide

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, dessen Skelett 

(N) als Spitzen die
Limespunkte von N und die Fixpunkte der Elemente von N endlicher Ordnung
besitzt.






) heit der Ka-
tograph zu N .

















) mit (N) = (
(N)).  (N) ist ein endlicher Graph
von Gruppen. Die Abbildung 
(N)! 
(N)=N ist eine Orbi

uberlagerung, und
der Quotient ist eine Mumfordkurve.
Ein Katograph hat endlich viele Spitzen, d.h. Kanten, die hom

oomorph zu [0; 1)






Ihre Anzahl errechnet sich wie folgt:
Satz 5.2. Sei C die Anzahl der zyklischen Eckengruppen, c die Anzahl der
zyklischen Kantengruppen von  (N). Ebenso seien D bzw. d die Anzahl der
nicht zyklischen Ecken- bzw. Kantengruppen von  (N). Dann gilt
#@ 






(N) ein Baum. [Kat00] folgend, zerlegen wir den Baum























Sei daher T :=  

(N) ein irreduzibler Katobaum. Nach [Kat00] l

asst sich T
auf folgende Weise aus den Katob

aumen der Ecken- und Kantenstabilisatoren














































































ullt eine entsprechende UAE. Nach [Kat00, Proposition 3.9]
ist jeder irreduzible Katobaum lokal von dieser Gestalt.
Katographen endlicher Gruppen sehen so aus (wir wollen sie elementare Ka-
tob













je nachdem, ob der Stabilisator zyklisch ist oder nicht. Ist p  5, so gibt
es auch elementare Katob

aume, die auch Kanten (hom

oomorph zu [0; 1]) be-
sitzen. Deren Fundamentalgruppen sind nicht zyklisch. Zu Segmenten mit
Enden lassen sie sich im Fall zyklischer Kantengruppen folgendermaen verkle-
ben (wir tun dies exemplarisch f

ur zwei nicht zyklische Gruppen amalgamiert

uber einer zyklischen Gruppe): zun

achst sitzt an jedem Ende als Stabilisator
die Zerlegungsgruppe (zyklisch) des Verzweigungspunktes. Die zu verklebenden
Enden verwandeln wir mittels Hom

oomorphismen in unendlich lange Geod

ati-






























































[0; 1] mit Spitzen



















Wir verizieren nun am Ergebnis die Formel. Da es f

ur p > 5 keine diskontinu-
ierlich einbettbaren Segmente mit nicht zyklischer Kantengruppe gibt [Her82],














aumen nicht zyklischer Kantengruppen. Es treten dabei
folgende F

alle auf, die auch bei mehr als drei Spitzen die einzigen sind:
 Beide Klebemorphismen sind injektiv.
 Eine Achse von T
0
wird in einem der Klebemorphismen geklappt.
 Eine Achse von T
0
wird in beiden Klebemorphismen geklappt.
Die Formel wird auch hier in jedem Falle veriziert.










































































































































Sei nun   =  

(N) ein Katograph von positivem Geschlecht g. Da der Klebe-
vorgang lokal ist, verizieren wir die Formel an einem maximalen Teilbaum T
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sich wie oben zu Kanten von   n T mit nicht trivialem Stabilisator. Eventuelle
weitere Kanten von   n T (mit Stabilisator 1) liefern keinen Beitrag.









ur Mumfordkurven in einem M(N)
mit festem Reduktionsgraph von Gruppen  . Man muss sich nur noch daran
erinnern, dass in
dimT( ) = 3g   3 + 3(D   d) + 2(C   c)
| {z }
=:n
die Zahl n die Anzahl der markierten Punkte ist.
Es gilt
Satz 5.3. Genau dann ist eine eindimensionale Orbifaltigkeit eine Mumford-





orige Quotientenskelett ein Katograph ist.







) ist ziemlich klar: F

ur eine Orbikarte ' : C
=G
 ! S sei ! : 
 ! C die uni-
verselle topologische

Uberlagerung der Mumfordkurve C. Dann ist ! Æ ' die









) ist ein Katograph.
(: Sei C ! S eine Karte, dessen zugeh

origes Quotientenskelett ein Katograph





) als Eckengruppen enth

altN einen freien Normalteiler




















mit einer MumfordkurveX. Der senkrechte Pfeil ist eine globale Orbikarte.
5.2 Orbipunkte
Um anhand der Verzweigungspunkte Aussagen dar

uber machen zu k

onnen, ob
eine globale Mumforduniformisierung m

oglich ist oder nicht, beobachten wir,
dass diejenigen Ecken von  

(N), von denen 2 oder 3 Spitzen ausgehen, gene-
rische Punkte minimaler Kreisscheiben sind, welche die 2 oder 3 zugeh

origen
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kritischen Werte enthalten. Im Fall von 3 Spitzen an einer Ecke bilden die 3
zugeh

origen markierten Punkte ein gleichseitiges Dreieck. Ecken mit genau ei-
ner Spitze geben Punkte, die von allen anderen Paaren oder Tripeln weiter weg
sind als jene im Paar oder Tripel untereinander. Teilb

aume im Katograph, bei
denen an jeder Ecke genau eine Spitze sitzt, geben Familien von Kreisringen,





















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Denken wir daran, dass in R

ander oene Kreisscheiben hineinpassen, und dass
dies schwierig zu zeichnen ist.
Als notwendige Bedingung haben wir deshalb eine Trennbarkeit der Orbipunkte
auf eben genannte Weise. Dies ist sozusagen die korrekte Verallgemeinerung
der
"
geometrischen Bedingung\ aus der Diplomarbeit [Brad98]. In Abschnitt




ur das Vorliegen einer
Mumfordorbifaltigkeit.
Beispiel 22. Wir sahen, dass S

(jj = 1) f

ur p 6= 2 genau dann eine Tateor-
bifaltigkeit ist, wenn j  1j < 1 gilt. Wie sieht die Sache f

ur p = 2 aus?
Die Legendregleichung der Tatekurve sagt uns jedenfalls, dass genau dann eine
Tateorbifaltigkeit vorliegt, wenn j  1j < j2j ist. Es gibt aber auch noch andere
Orbikartenmorphismen!
Behauptung. Genau dann ist S

eine rationale Mumfordorbifaltigkeit, wenn
j  1j < 1 ist.
Beweis. Mit Herrlichs Liste f




























(an den Enden stehen die Verzweigungsordnungen). Die Dicke des Kreisrings














ur hinreichend groes n sehen wir










> j1  j :






hat im Fall p = 2

ubrigens
die Dicke 1 j2j =
1
2
. Eine Orbikarte, die obigen Katobaum liefert ist z.B. durch
























Beispiel 23 (Rationale Mumfordorbifaltigkeiten mit 4 Orbipunkten).
Wir geben hier alle m

oglichen diskontinuierlich einbettbaren Segmente mit 4























Die Formel 5.2 sagt uns, dass B in jedem Falle zyklisch sein muss, und Herrlichs



































I O T D
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) (2; 2) (2; 3) (2; 2) (2; 3) (2; 2) (2;m
0
) (2; 4) (2; 2)
Nat





























Wir sehen: die Verzweigungsindizes sind f

ur ungerade p stets entweder gleich
oder prim zu p, f

ur p = 2 gibt es noch das Ausnahmequadrupel (2;m; 2; 4).
6 Inverse Galoistheorie
6.1 Die groen Hurwitzr

aume
Sei G eine endliche Gruppe und r > 0 eine nat

urliche Zahl. Fried betrachtet
f

ur einen beliebigen K










uber r Punkten verzweigen.
6 INVERSE GALOISTHEORIE 65
Zusammen mit V

olklein kann er zeigen [FrV91]:
Satz 6.1 (Fried, V


































uber Q deniert sein. Das Problem der inversen Ga-
loistheorie ist es eben, absolut irreduzible,

uber Q denierte Komponenten zu
nden.
S. Wewers zeigt [Wew98, Theorem 3], dass es ein























































auft die r-Tupel (e
1



























; : : : ; 
r
mit den Ordnungen e
1
; : : : ; e
r

















; : : : ; 
r







; : : : ; 
r





), i = 1; : : : ; r Erzeuger von G der Ordnung e
i





inG denieren wir den VerzweigungstypC := (C
1






Im Komplexen beispielsweise ist 
i





; : : : ; 
r
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Uberlegungen ist [V96, 4.32]
Satz 6.2 (Riemannscher Existenzsatz | komplex). Genau dann gibt







vom Verzweigungstyp C =
(C
1
; : : : ; C
r
), wenn Erzeuger g
1
; : : : ; g
r
von G existieren mit g
1









ur i = 1; : : : ; r.
6.2 Der Mumfordkurvenort
6.2.1 Die HM-Komponenten












; z 7! z
n
geschickt verklebt. Er bekommt galoissche Mumfordorbikarten f

ur rationale
















ur i = 1; : : : ; r.
Dabei m

ussen nach Abschnitt 5 die Orbipunkte sch






bar sein, d.h. von einer Ecke des zugeh

origen Katobaums gehen stets entweder
genau zwei oder gar keine Spitzen aus. Die Eckengruppen sind zyklisch und
die Kantengruppen trivial. An das Verzweigungsdatum C = (C
1





der Deckgruppe G der Karte muss Harbater aber die
Bedingung stellen, dass ein Vertreter in C der Gestalt
(g
1









existiert. Dieser Vertreter heit H(arbater)M(umford)-Vertreter von C.






gungsdatum C eine Komponente (wir nennen sie eine HM-Komponente) ist
[Fr93, 3.21]:
HM. Wird ausC ein beliebiges Paar (verschieden nummerierter) inverser Konju-
gationsklassen entfernt, so erzeugt jedes Vertretersystem der verbliebenen
Konjugationsklassen die Gruppe G.
Aus den Betrachtungen in Abschnitt 6.4 folgt
Satz 6.3. Ist G eine endliche Gruppe, so enthalten HM-Komponenten im Hur-
witzraum H
0;2r
(G) genau dann Mumfordorbifaltigkeiten, wenn G ein Quotient
eines freien Baumprodukts zyklischer Gruppen ist.
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Beweis. Jeder endliche Baum mit zyklischen Eckengruppen und trivialen Kan-
tengruppen kann wie in Abschnitt 6.4 diskontinuierlich einbettbar gemacht wer-
den.
Es folgt das harbatersche Resultat:









Beweis. G wird von ihren zyklischen Untergruppen G
1
; : : : ; G
r
erzeugt und ist
somit Quotient des freien Produkts G
1
    G
r
.








Beispiel 24 (Zyklische Gruppen).
Sei n > 1 zu p prim. F


















;C) nach dem vorange-









einer n-ten Einheitswurzel und  2 f1; : : : ; n 1g ist. Die zugeh

orige Gleichung








Bereits Ullrich [Ul81] zeigte, dass es  gibt, f





aume mit trivialen Kantengruppen
Hier sind nat

urlich nur Kanten hom

oomorph zu [0; 1] gemeint.
Da in den folgenden Unterabschnitten die HM-Bedingung immer weiter aufge-
weicht werden soll, wird auch das Bestimmen von Komponenten immer schwie-
riger. Wir begn

ugen uns daher mit Existenzaussagen.
Da die Fundamentalgruppe eines Baums von Gruppen von den Eckenstabili-
satoren erzeugt wird, wird hier unsere Galoisgruppe G als Quotient ebenfalls
von den Eckengruppen erzeugt. Von jeder Ecke mit nicht trivialem Stabilisator
gehen zwei oder drei Enden aus. Der Katobaum entsteht durch Anheften von
Katob






ugt werden. Jene Orbifaltigkeiten sind





























Umgekehrt gibt es zu jedem System C = (C
1
; : : : ; C
r
) von Konjugationsklassen




existieren und die Menge





i; j bzw. f













gilt, eine rationale Mumfordorbifaltigkeit, die eine Mumfordkurve als Karte
mit genau diesem Verzweigungsverhalten hat. In diesem Fall wollen wir C
mumfordsch nennen.








Satz 6.6 (Riemannscher Existenzsatz | mumfordsch). Sei G eine endli-
che Gruppe. Der Mumford-Hurwitzraum H
0





ur diesen Unterabschnitt ist das Beispiel [AndIII, 6.4.6] einer





in den Orbipunkten 0; 1 topologisch erzeugt wird. Es
l

asst sich auch keine lokale Monodromie 
1







riemannsche Existenzsatz gilt also allgemein nicht. Der Grund ist, dass schon
eine uniformisierende p-adische Dreiecksgruppe dies alles verbietet. Da es sich
um eine Fundamentalgruppe eines Baums von Gruppen handelt, wissen wir was
zu tun ist. . .
Gegeben sei ein Verzweigungsdatum (Z;C) = (
1














 ! S einer rationalen Mumfordorbifaltigkeit
S. Der Katobaum T zu ' sieht mehr Verzweigung. Sei dazu T
0
seine Sta-
bilisierung. Im Abschnitt 5.1 sahen wir, dass T durch Verkleben elementarer
Katob

aume derart entsteht, dass von jeder Ecke h

ochstens 3 Spitzen E oder
Kanten e mit nicht trivialem Stabilisator ausgehen. Ist p > 5, sind alle Kanten-
gruppen von T , demnach auch von T
0
, zyklisch. Wir betrachten nun eine Ecke v
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von T mit nicht trivialem Stabilisator G
v
. Je nachdem, ob G
v
zyklisch ist oder
nicht, gehen von v zwei oder drei Enden E oder Kanten e mit nicht trivialem
Stabilisator aus (ausschlielich Kanten oder Enden ist durchaus m

oglich). Da
T Verklebung elementarer Katob

























ullen. Dabei soll x a
0
v (oder auch v `
0
x) bedeuten: x geht von v aus und
hat nicht trivialen Stabilisator.
Falls aber p  5 ist, kann es in T
0
auch nicht zyklische Kantengruppen geben. In
diesem Fall gibt es in T
0
Ecken v mit nicht zyklischem StabilisatorG
v
, von denen
aber nur zwei Spitzen oder Kanten mit nicht trivialem Stabilisator ausgehen.
Da Eckengruppen von den Stabilisatoren der ausgehenden Kanten und Spitzen
erzeugt werden, bekommen wir f

ur derartige Ecken v unsere Relationen so: sei
E `
0




6= 1 zyklisch ist, und e `
0
v die
Kante mit nicht zyklischem Stabilisator. Es seien nun 
0














Denition 6.7. Die in obiger Weise ausgew

ahlten Erzeuger der Kantengruppen












































(T ) wird von den lokalen und den virtuellen lokalen Monodro-
mien erzeugt. Dies gilt auch f

ur G selbst.
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Denition 6.9. Ein Verzweigungstyp C = (C
1
; : : : ; C
r
) zu G heit virtuell
mumfordsch, wenn es f








; : : : ; 
s




1. G = h
1
























Satz 6.10 (Virtueller riemannscher Existenzsatz). Sei G eine endliche









gungstyp C mit einer Mumfordkurve

S, wenn C virtuell mumfordsch ist.
Folgende Fragen ergeben sich in nat

urlicher Weise:
Frage 1. Lassen sich die virtuellen Monodromierelationen auf die Orbifunda-
mentalgruppe liften?




Zu Frage 1. Die Frage bedarf einer Erl

auterung. Die Orbipunkte der rationa-





ogen es zwei Dreiergr






gehen also je drei Spitzen in einem wie Kato-
graphen gebildeten Quotientenskelett  einer beliebigen Galoisorbikarte aus.
Auerdem sind sie durch eine Kante mit Stabilisator H verbunden. Wir halten
einen Schnitt in die universelle

Uberlagerung von  als Baum von Gruppen fest























































































Dabei seien die B
































; : : : ; 
m
i und H = h
1
; : : : ; 
1
i























= 1, woraus sich
leicht virtuelle Monodromierelationen gewinnen lassen. Die Frage ist, ob jeder
vorkommende Quotientenbaum einer gegebenen rationalen Mumfordorbifaltig-
keit auf diese Weise entsteht.
Zu Frage 2. Hier stellt sich die Frage, ob endlich viele virtuelle lokale Mono-
dromien (d.h. Erzeugende f

ur die Kantengruppen) gen

ugen. Um die Methoden
des folgenden Unterabschnitts anwenden zu k
























uberlagerungen von S durch Mumfordkurven. Dann w

urden wir diese


















uber S zu, doch mit den Faserprodukten hapert es. Ob beim Verkleben
zweier Karten eine Mumfordkurve herauskommt, h





atter\ miteinander verheftet werden. Im Allgemeinen klappt dies eben nicht.
Uns bleibt die allgemein











wobei ' alle Mumfordgaloisorbikarten von S durchl

auft und (') der Kato-









falls die Kartenzahl endlich ist.
6.2.4 Endlichkeit der Kartenzahl
Mit der Kartenzahl einer Mumfordorbifaltigkeit S meinen wir die Anzahl aller
Isomorphieklassen stabilisierter Katographen f

ur Mumfordgaloisorbikarten von





Satz 6.11. Die Kartenzahl f

ur S ist bei vorgegebener Galoisgruppe G endlich.









von Katographen, da G
v
 G ist.
Sei zuerst S eine rationale Mumfordorbifaltigkeit. Weiter seien alle Ecken-
gruppen nicht trivial in einem Katobaum T
'
einer zu betrachtenden Karte





! S. Ist in einem Segment von T
'
, das wir als diskontinuierlich ein-
bettbar und stabil annehmen d

urfen, die Kantengruppe nicht trivial, so sind
nach Herrlichs Liste [Her82] nicht beide Eckengruppen zugleich zyklisch. Also
gehen von diesem Segment mindestens drei Spitzen oder Kanten mit nicht tri-





ausschlielich nicht trivialen Kantengruppen beschr

ankt ist, da es laut [Kat00]
nur endlich viele Isomorphieklassen von Katob









auch triviale Eckengruppen haben darf. Ist
T ein maximaler Teilbaum von T
'
mit lauter trivialen Eckengruppen, so hat T
keine Ecke von Valenz 2 (in T ). Es folgt, dass die Anzahl der Ecken mit Valenz




ankt ist, da f






at mindestens zwei Enden in T
'
ausgehen.
Somit ist die Behauptung f

ur alle rationalen Mumfordorbifaltigkeiten gezeigt.
F

uhre nun im allgemeinen Fall die obigen Betrachtungen f

ur einen Fundamen-
talbereich (als Baum von Gruppen) des Katographen in seiner universellen

Uberlagerung aus.
Bemerkung 6.12. Wir sehen [Kat00] (Kartenzahlendlichkeit f

ur dreipunktige
rationale Mumfordorbifaltigkeiten) als Induktionsanfang f

ur die Endlichkeit der
Kartenzahl beliebiger Mumfordorbifaltigkeiten.
Der Beweis des Satzes zeigt sogar
Korollar 6.13. Der Mumford-Hurwitzraum H
g
(G; e) hat bei vorgegebener Si-
gnatur e = (e
1
; : : : ; e
r
), Galoisgruppe G und Quotientengeschlecht g nur endlich
viele Komponenten.
Beweis. Im Fall g = 0 sahen wir, dass es f

ur festes r nur endlich viele Katob

aume
mit r Spitzen gibt, deshalb gen











eine disjunkte Vereinigung ist.
F

ur g > 0 sahen wir, dass es nur endlich viele Fundamentalbereiche f

ur Kato-



















aumen M(N) liegen. Folglich hat der
Mumford-Hurwitzraum nur endlich viele Komponenten.
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)) eine Mumfordorbifaltigkeit von
Geschlecht g. Dann wird 
mumf
(S) (topologisch) erzeugt von freien Erzeugern
e
1
; : : : ; e
g

















(S) ist ein projektiver Limes der Fundamentalgruppen der Ka-
tographen. Da nach dem Beweis von Satz 6.11 die Eckenzahl durch die An-
zahl der Orbipunkte von S beschr

ankt ist, setzen wir f
































ur i = 0; 1;1;




). Die anderen Tripel 
';i
einer Karte bestehen aus Erzeugern der Zerlegungsgruppe von einem bis drei
Orbipunkten und h

ochstens zwei virtuellen Monodromien, von denen (je nach





topologischer Erzeuger von 
mumf
(S) mit der gew

unschten Relation.











) eine rationale Mumfordorbifaltigkeit. Neben
Beispiel 23, das uns Segmente durch Verkleben zweier elementarer Katob

aume
liefert, gibt es noch die M

oglichkeit, Katographen der Dreiecksgruppen aus [Kat00]




















































Beginnen wir etwas allgemeiner.
Lemma 6.15. Bei einer endlichen Galois

uberlagerung durch eine Mumfordkur-
ve ist die Anzahl der Verzweigungspunkte gerade.
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Beweis. Sei C ! S die endliche Orbi

uberlagerung,C die Mumfordkurve. Gehen


















Uberlagerung entsprechen eineindeutig den  {
Bahnen der Fixpunkte elliptischer Elemente von G. Die Fixpunkte einer el-
liptischen Transformation liegen jedoch nicht in derselben  {Bahn. Denn sei s
elliptisch mit den Fixpunkten x und y und y = x f

ur  2  . Dann ist auch
s

ein Lift von s mod   (G liegt im Normalisator von  !) mit x = 
 1
y als ei-





folgt s = s

. Dann aber kann x kein regul

arer Punkt sein. Da

uberhaupt
nur endlich viele Verzweigungspunkte vorliegen, liegt an der Endlichkeit der
Klassenzahl  -konjugierter elliptischer Elemente von G.




ein freies Produkt von Gruppen. Dann liegt
jedes Element s 6= 1 endlicher Ordnung in genau einem Konjugat eines der G
i
.


















und i 6= 1 leicht ad absurdum f

uhren.
6.3.1 Freie Produkte zyklischer Gruppen
Sei nun G = hs
0
i      hs
m
i das m{fache freie Produkt der zyklischen Gruppe
Z
n


















der Faktoren von G genau einen Gruppen-





















Es sei   der Kern dieser Abbildung.








Satz 6.18.   ist frei vom Rang m(n  1).
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Exponentensumme durch n teilbar ist. Ein Verfahren von K. Reidemeister











; j = 1; : : : ; n  1; i = 1; : : : ;m;
dessen Unverk

urzbarkeit wir mit der Riemann-Hurwitz-Formel f

ur das Ge-
schlecht g von C = 









; n); : : : ; (
2m
; n))
vom Grad n nachweisen k

onnen. In der Tat ist









amlich genau in den  {Bahnen der Fixpunkte der s
i
,




nach Lemma 6.16 genau eine Ecke, also insbesondere nur endlich viele Ecken,
des Baums zu G fest l

asst [Her80, Satz 6]. Weiter ist   torsionsfrei, denn
nicht triviale Elemente endlicher Ordnung sind zu einem nicht trivialen Element
eines der Faktoren hs
i
i konjugiert, haben also Exponentensumme inkongruent 0
mod n und k

onnen daher nicht in   liegen. Es ist G Fundamentalgruppe eines




 ! T . Da nun der
Quotient T=  ein Graph mit trivialen Eckengruppen ist, folgt:   ist frei.
Das in Satz 6.18 gefundene Erzeugendensystem zerlegt   in m Untergruppen
vom Rang n   1, die s
0














































ur j = 1:































. Die Mumfordkurve C
i
ist vom Geschlecht g
i
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Bemerkung 6.19. Es ist S die zusammenh










Beweis. Der Quotientenbaum f

ur G ist ein m-eckiger Baum mit Eckengrup-
pen Z
n






















durch jeweils eine Kante verbunden.
Lemma 6.20. Sei C
=Z
n
 ! S eine Orbikarte einer beliebigen Mumfordorbifaltig-
keit S. Dann sind alle Eckengruppen im zugeh

origen Katograph zyklisch und
die Kantengruppen trivial.







Die Verzweigungspunkte seien 0, 1, 1 und  mit jj = 1. Wir wollen die Lage
von  m

oglichst genau bestimmen, bei der die Orbifaltigkeit S

eine Mumford-
kurve mit zyklischer Deckgruppe als Orbikarte zul









. Der Einfachheit halber sei der Grad n = q eine von p und von 2
verschiedene Primzahl. Wir gehen zun

achst von einer diskontinuierlichen Grup-
pe G = hsi  hti, einem freien Produkt von zwei Kopien der Gruppe der q{ten
Einheitswurzeln, aus. Ganz konkret seien f

ur eine primitive q{te Einheitswurzel
 die beiden Erzeuger von G als gebrochen{lineare Transformationen gegeben.






















   1 (1  )
   1   

:





uber 0; 1; ;1 verzweigten Galois

uberlagerungen durch Mumfordkurven
















; s 7! ; t 7! 
f
;











direkte abelsche Produkt G
ab

















: s 7! ; t 7! 
f
gebracht werden kann (hier sind mit s und t deren Bilder in G
ab
gemeint).























(   1)   

mit i = 1; : : : ; q   1. Eine Transformation ist genau dann hyperbolisch, wenn
der Betrag ihrer normierten Spur gr






















> 1, j  1j < j(1+ 
1 f
)  ( + 
 1
)j = j1+ 
1 f
  ( + 
 1
)j 6 1:
Die Gleichheit gilt, da die Dierenz der beiden entsprechenden Ausdr

ucke einen
Betrag kleiner oder gleich j  1j hat. Im Falle
j  1j = j1 + 
1 f
  ( + 
 1
)j
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k

onnen wir also sofort sagen, da  
f
nicht diskontinuierlich ist und daher kei-
ne Mumfordkurve vorliegt. Im anderen Fall m

ussen wir nur nachpr

ufen, ob
(oder wann) ein Fundamentalbereich f























































< j   1j

;
wie sofort aus den entsprechenden Matrizen abgelesen werden kann, und es gilt
f









































Das Komplement dieser oenen Kreise im P
1











origen Kurven bekommen, daher haben wir das Resultat











durch eine Mumfordkurve, wenn b = q   a und
j  1j < j1 + 
1 f
  ( + 
 1
)j
mit af  1 mod q ist.
Beweis. G. van Steen sieht, dass zu '
f
mit af  1 mod q die Gleichung mit
b = q   a geh

ort. In Lemma 6.20 sahen wir, dass zyklische

Uberlagerungen
durch Mumfordkurven allgemein durch freie Produkte von zyklischen Gruppen
uniformisiert werden.
Anmerkung. Wie wir bereits wissen, hat die Schranke f

ur j  1j
" := "(q; f) := j1 + 
1 f
  ( + 
 1
)j
den Wert 1 [Her82, Lemma 3].
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6.3.3

Uberlagerungen von nicht primem Grad
Die

uber vier Punkten verzweigte

Uberlagerung sei hier durch das Paar (G; )
realisiert mit G = hsi  hti und einer freien Gruppe  . Die Ordnung der Erzeu-






Der Fall d j e.
Dann ist n = e, da sonst die obere Kurve nicht zusammenh

angend ist. Ist 
primitive n{te Einheitswurzel und f =
n
d
, so liefert die durch
s 7! 
f
; t 7! 


































ur  . Eine Rechnung wie im vorigen Abschnitt liefert eine Schranke
" 6 1 f

ur j  1j.
Der Fall ggT(d; e) = 1.
Hier ist notwendig n = ed. Liften wir einen Automorphismus der oberen Kurve
mit Ordnung n zu  2 G, so k

onnen wir annehmen, dass  bei der Abbildung
G! Z
n





































ur  . Wie vorher l

asst sich auch hier eine Schranke 6 1 f

ur j   1j
nden.
Der Fall d 6 j e und e 6 j d.
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Uberlagerung X ! P
1
. Auch Y ist eine Mumfordkurve, und
nach dem vorhergehenden Fall ist j  1j < " 6 1.




ur hinreichend kleine ", so gibt es einen pas-
senden Katobaum, und X ist Mumfordkurve.












6.4 Realisierung von Galoisgruppen








wobei K eine hinreichend groe endliche Erweiterung von Q
p
ist. Die Grup-
pe G nennen wir dann Mumford-realisierbar oder einfach realisierbar. Ist das
Kartengeschlecht gr





In Abschnitt 6.3 haben wir sicher die zyklischen Gruppen Z
n
mit n = p oder





















assige Verzweigungsindizes an den Enden geben dann eine Mumfordkurve
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passt. Dabei ist 
 die universelle topologische

Uberlagerung von C und N
die Fundamentalgruppe des Katographen. Selbstverst






aller zyklischer Gruppen, die genau

uber 0 und 1 verzweigt




osung des Realisierungsproblems). Um
aber von den anderen zyklischen Gruppen sicher sagen zu k

onnen, ob auch sie
mit h

oherem Geschlecht realisierbar sind, k

onnen wir so vorgehen:
F

ur zyklische p-Potenzgruppen Z
p
r
nden wir nach Herrlichs Liste kein passen-
des Segment! Eine solche

Uberlagerung kann scheinbar h

ochstens mit Index p
verzweigen, was jedoch nur f


































onnen wir weiter wie in Abschnitt 6.3.2 verfahren.
Sei nun G eine endliche Gruppe. Wir

ubersetzen den Beweis von [Har87, 2.3]
in die Sprache der Graphen von Gruppen. Dazu nehmen wir an, G werde von

















































































] v eine zusammenh

angende Summe des Katobaums mit einer Ecke
v. Dies soll bedeuten, dass an irgend einer Ecke von T
i
eine Kante (ohne
Gruppen) e mit Endpunkt v an ihrem Anfangspunkt angeh

angt werde (auch
















































= G  e f



























 ! e) verkleben und erhalten
' : 
=G













Oenbar ist  zusammenh

angend und T ein Katobaum zu einer r-fach punk-
























mit einer Mumfordkurve C und Decktransformationsgruppe G.















mit ggT(p;m) = 1









; z 7! z
m










































Riemann-Hurwitz ergibt Kartengeschlecht  2 und wir halten fest:




Beispiel 26. Die Diedergruppen haben wir

ubrigens in Beispiel 22 mit Tate-
kurven realisiert. Die D
m
mit m prim zu oder gleich p sind mithilfe von


























mit r > 1 keine








































so ist die Welt wieder in Ordnung.
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